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TEORIA SZARYCH SYSTEMÓW – NOWA METODOLOGIA 

ANALIZY I OCENY ZŁOŻONYCH SYSTEMÓW. 

PRZEGLĄD MOŻLIWOŚCI 

Większość złożonych systemów, jakie rozpatruje się w nauce, technologii i gospodarce, ma 

niepełne i niepewne informacje o swej strukturze i zachowaniu. Do grona metod, jakimi można 

je analizować i oceniać (probabilistyka, zbiory rozmyte i zgrubne), warto dołączyć teorię sza-

rych systemów (GST), bo nie wymaga ona wielu założeń o wielkości i rozkładzie próbki tkwią-

cych we wspomnianych metodach, a upoważniająca do zastosowań GST minimalna liczba 

danych n ≥ 4. Za jej pomocą można prognozować przyszłe zachowanie systemu, oceniać 

współzależność wektorów obserwacji oraz oceniać efektywność reakcji na możliwe sytuacje 

i podejmować optymalne decyzje w tym względzie, a także je grupować i badać skupienie. 

Słowa kluczowe: szare systemy, niepełna i niepewna informacja, prognozowa-

nie, ocena wpływu, podejmowanie decyzji, grupowanie. 

1. WPROWADZENIE 

System to byt przejawiający swe istnienie przez synergiczne współdziałanie 

elementów. Wobec tego nie istnieje system jednoelementowy, bo nie rozwinie się 

w nim synergia, czyli dodatkowa energia (i własności) ze współdziałania części. 

W systemach złożonych, o których tu mowa, istnieją różnego typu elementy natury 

materio-energo-informacyjno-pojęciowej [7]; ich organizacja bywa hierarchiczna, 

a często heterarchiczna [5], gdzie każdy podzespół jest połączony z każdym. Wte-

dy dodatnia synergia aktywności przejawia się w całej pełni. Zatem mówimy tu 

o szerokiej klasie systemów, od złożonych maszyn do systemów socjotechnicznych 
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i społecznych, z gospodarką światową na czele i z możliwością wyłonienia podsys-

temu, np. w postaci gospodarki krajowej lub jej części, regionalnej czy funkcjonal-

nej. 

Dlaczego systemy są szare? Obserwując i rozpatrując funkcjonowanie syste-

mów, potrzebujemy informacji o ich granicach, strukturze wewnętrznej, oddziały-

waniu z otoczeniem. Tymczasem w większości przypadków nasze informacje o sys-

temach złożonych są niepełne, a czasem nawet niepewne [32]. Według ogólnej teorii 

systemów [43] rzadko mamy do czynienia z systemami białymi (white box – biała 

skrzynka), o których wszystko wiemy. Na ogół mamy systemy szare (grey box), kiedy 

nasza informacja o nich jest ograniczona, lub systemy czarne (black box) – kiedy 

mamy jedynie możliwość obserwacji wejścia i (lub) wyjścia systemu złożonego. Ge-

neralnie świat to złożony szary system, a do tego wiele zjawisk w nim zachodzą-

cych jest niepewnych1, jak pogoda, trzęsienia ziemi, nawet plony w rolnictwie, 

mimo że wiemy, co i w jakiej ilości zostało posiane oraz jak było uprawiane [1]. 

A więc istnieją co najmniej dwie kategorie szarości systemów złożonych: nie-

pełność informacji i niepewność oddziaływań. Te kategorie szarości mogą jeszcze 

być uszczegółowione, ale warto tu dodać, że zwykle nasze obserwacje (pomiary, 

wyniki badań rynku, opinii itp.) są nieliczne, a więc otrzymana informacja o za-

chowaniu systemu też jest niepełna. Na dodatek na podstawie tak niepełnych 

i niepewnych informacji należy często oceniać działanie systemu, przewidywać 

jego zachowanie i podejmować różnorakie decyzje funkcjonalne – operacyjne 

i strategiczne – o dużym znaczeniu technicznym i społecznym. 

Podsumowując wprowadzenie: będziemy się zajmowali szarymi systemami 

złożonymi, bo nasze dane o nich są niepełne, niepewne i nieliczne. Zatem nie za-

stosujemy tu klasycznej statystyki i probabilistyki jak np. Benjamin i Cornell [4] 

ani zbiorów rozmytych [55], ani też zbiorów zgrubnych [41], bo nie mamy należ-

nej ku temu informacji2. Naszym celem jest stworzenie wiarygodnego modelu 

szarego systemu mimo wymienionych braków informacji, by na tej podstawie 

przewidywać jego zachowanie i podejmować różnorakie decyzje bieżące, czy też 

antycypacyjne. 

2. MOŻLIWOŚCI BADAWCZE TEORII SZARYCH SYSTEMÓW – SS 

Teoria szarych systemów (Grey Systems Theory – GST) powstała stosunkowo 

niedawno w Chinach, w 1982 r. Stworzył ją profesor uniwersytetu Huaz-hong, Juo- 

-Long Deng, i przedstawił w publikacji [17]. Zyskała ona wielu zwolenników 

 
1 Nie mówimy tu o niepewnościach na poziomie mikro- i nanomaterii, gdzie np. obowiązuje za-

sada nieoznaczoności Heisenberga, a funkcja falowa Schroedingera ma określoną gęstość prawdopo-

dobieństwa. 
2 Ten brak informacji o rozkładach jest szczególnie ważki w pomiarach wibroakustycznych 

(patrz: [3]). 
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i zaczęła stopniowo uzupełniać wspomniane już trzy podejścia: statystyczne, roz-

myte i zgrubne, stosowane do systemów niepewnych. Za jej pomocą zaczęto roz-

wiązywać wiele problemów praktycznych nauki, technologii, gospodarki i życia 

społecznego (szkolnictwo, opieka zdrowotna), a chińskie bazy danych notują już 

kilkanaście tysięcy prac z aplikacją GST [35]. 

Systemy złożone, o jakich tu mówimy, mają wiele obszarów wpływu na środo-

wisko lub ze środowiska, także z systemów sąsiadujących – kooperujących. Cza-

sami nawet trudno rozróżnić, czy to jest czynnik wpływający na nasz system, czy 

też reakcja naszego systemu. Mogą one zatem mieć wiele wejść, pobudzających 

nasz system, jak i wiele wyjść dających reakcje systemu do otoczenia. Z punktu 

widzenia modelowania będą to systemy wielowejściowe i wielowyjściowe, a ich 

obserwacje dadzą nam zbiór wektorów zachowań i wektorów czynników wpływu. 

Mogą to być np. dwa wektory, jak niżej, ale może też być ich więcej, jeśli interesu-

je nas wiele zachowań i czynników wpływu w badanym systemie [34]:  
 

Xi = (xi(1), xi(2), …, xi(n))         Xj = (xj(1), xj(2), …, xj(n))                      (1) 
 

Są to wektory o tej samej długości, zmierzone w momentach obserwacji k = 1,…, n. 

Nie mając dokładnej informacji o zapisanych wektorach obserwacji, nie może-

my mieć pewności, czy są one wyjściem, czy też wejściem systemu. Zatem wpierw 

należy zbadać, jakie jest wzajemne podobieństwo wektorów Xi oraz Xj. W teorii 

szarych systemów taki proces badania podobieństwa nazywa się Grey Incidence 

(Relation) Analysis – GRA. Analiza ta umożliwia określenie wzajemnych związ-

ków różnych czynników i ich wpływu na nasz system. Przyjrzymy się temu trochę 

bliżej później, ale wpierw nakreślimy możliwe spektrum badań za pomocą GST. 

Analiza wzajemnych związków między wektorami obserwacji daje nam infor-

macje, jaki jest nasz system w danym momencie czasu. Jednak równie ważne mogą 

być tendencje rozwojowe, jakie tkwią w naszym systemie. Często chcemy więc się 

dowiedzieć, jaki jest trend rozwoju danego wektora obserwacji, czyli chcemy wy-

konać prognozę jego przyszłego zachowania. W tym celu trzeba opracować model 

szarego systemu. Za pomocą tego modelu uzyskamy prognozę przyszłego możli-

wego zachowania systemu. 

Zajmując się systemami wielkimi o niepełnej i niepewnej informacji, jesteśmy 

często zainteresowani uzyskaniem liczących się efektów działania systemu, kiedy 

mamy do dyspozycji szereg możliwości wpływu na jego zachowanie. Którą z tych 

możliwości wybrać – to kwestia uprzedniej oceny efektywności możliwych wa-

riantów i właściwej decyzji wyboru. Wkraczamy na teren szarych modeli podej-

mowania i oceny decyzji. Zagadnienie to nie jest proste, ale zwolna rozpracowy-

wane w ramach  GST w postaci Grey Decision Making (GDM) [35]. Oznacza to 

podejmowanie decyzji za pomocą teorii szarych systemów. 

Jest to bardzo obszerny dział zastosowań podstawy GST, który trudno zrefero-

wać w krótkim przeglądzie możliwości GST. Główne zastosowania wiążą się tu 

z produkcją, logistyką i ogólnie z gospodarką zarówno w skali przedsiębiorstwa, 
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prowincji czy regionu, jak i państwa. W sytuacjach tych mamy zawsze zbiór zda-

rzeń: A = (a1, a2,…, an), zbiór możliwych reakcji na te zdarzenia: B = (b1,b2,…, bm) 

w drodze do osiągnięcia określonych celów: Cm. Metodologia GST pozwala osza-

cować efekty w odpowiedzi na sytuację związaną z celem m, czyli: sij = (ai,bj)
m, 

a przez to optymalizować efekty określonych decyzji uij, czyli doradzać określone 

decyzje w określonych uwarunkowaniach [32]. 

3. IDENTYFIKACJA PRZYBLIŻONEGO MODELU SZAREGO 

SYSTEMU – SS  

Załóżmy, że w pierwszym podejściu będzie chodzić o opracowanie prostego 

i przybliżonego modelu systemu z jednym obserwowanym wyjściem, niezależnie, 

czy to będzie pomiar wielkości fizykochemicznych w środowisku, własności psy-

chomotorycznych obserwowanej grupy ludzi (np. kierowców lub pracowników) 

czy rozmiar stada hodowanych zwierząt. Taki model dogodnie jest tworzyć jako 

sekwencję dziesięciu lub siedmiu kroków (według różnych źródeł). Drugie z tych 

podejść zaprezentowano poniżej [32]. 

Krok 1. Pierwszym krokiem jest uzyskanie wektora obserwacji systemu doko-

nanych w kolejnych momentach czasu i upewnienie się, że nie zawiera on wartości 

ujemnych: 

x(0) = {x(0)(1), x(0)(2),… x(0)(n)},    x(0)(k) > 0                           (2) 

gdzie n ≥ 4  to minimalna liczba obserwacji, od której możemy zacząć tworzenie 

modelu. 

Krok 2. Operacja akumulacji na pierwotnym wektorze obserwacji, wygładzają-

ca przypadkowe zakłócenia i uwypuklająca tendencję ewolucyjną zachowania sza-

rego systemu. Uzyskuje się to przez kolejne sumy cząstkowe: 

( ) ∑
1=

)0()1( )(=

k

i

ixkx ,    k = 1, 2,…, n                                (3) 

tworzące nowy, wygładzony wektor obserwacji 

x(1) = {x(1)(1), x(1)(2),… x(1)(n)}                                      (4) 

z oczywistym warunkiem początkowym: x(1)(1) = x(0)(1). 

Krok 3. Założymy teraz, że wygładzony wektor x(1) jest funkcją czasu t i jest 

rozwiązaniem równania różniczkowego pierwszego rzędu, 

uta
dt

td
=+ )(

)( )1(
)1(

x
x

             (5) 



Teoria szarych systemów – nowa metodologia analizy… 13 

ze współczynnikiem rozwoju a oraz współczynnikiem wymuszenia u. Będą one 

później wyznaczone według danych wektora wygładzonego x(1). 

Krok 4. Rozwiązanie tego równania różniczkowego dla jednostkowego skoku 

zmiennej t = 1 ma postać: 

( )   auakauxkx /)exp(/)1(1ˆ )0()1( +−−=+        (6) 

gdzie daszek na zmiennej wygładzonej
)1(x̂ oznacza jej prognozę przy jeszcze nie-

znanych współczynnikach a i u, które wyznaczymy w następnym kroku. 

Krok 5. W celu wyznaczenia tych współczynników zamienimy równanie róż-

niczkowe (4) na układ równań różnicowych: 

x(1)(k + 1) – x(1)(k) + a x(1)(k) = u 

x(1)(k + 1) – x(1)(k) + a x(1)(k + 1) = u                                 (7) 

który po przekształceniach da nam układ równań; 

x(1)(k + 1) – x(1)(k) = – a/2 [x(1)(k) + x(1)(k + 1)] + u,    k = 1,… n            (8) 

Krok 6. Po rozwinięciu równania (8) dla kolejnych k = 1, 2,... i użyciu pierwot-

nego wektora obserwacji x(0) dostaniemy macierzowe równanie służące do wyzna-

czenia współczynników a i u: 

[a,u]T = (BT B)-1 BT Y                        (9) 

gdzie wektor Y =  [x(0)(2), x(0)(3),… x(0)(n)]T a macierz: 
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Krok 7. Znając współczynniki a i u, możemy pomyśleć o powrocie do pierwot-

nego wektora obserwacji i do jego prognozy stworzonej na podstawie już znanego 

modelu szarego systemu. By to zrobić, stosujemy operację odwrotną do poprzed-

niego sumowania cząstkowego, czyli odejmujemy od siebie kolejne prognozy wek-

torów wygładzonych x(1)(k): 

)(ˆ)1(ˆ)1(ˆ )1()1()0( kxkxkx −+=+                      (10) 

Wracając w ten sposób do pierwotnych zmiennych i rozwiązań, mamy ostatecznie 

model zachowania szarego systemu i jego prognozę w postaci: 

  )(/)1()1(ˆ )1()0()0( −−− −−=+ kaak eeauxkx ,  k = 2, 3,… n             (11) 

z wektorem błędu prognozy: 
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)1(

)0(

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I to jest cały sekret tworzenia najprostszego modelu szarego systemu (SS), 

zwanego GM(1,1), według pomysłu J.-L. Denga, co oznacza szary model pierw-

szego rzędu z jednym wejściem wymuszającym w postaci parametru u. Jest to 

model szarego systemu najczęściej stosowany w celu analizy i predykcji zachowa-

nia systemów, od naukowych i technicznych do ekonomicznych i społecznych. 

4. ANALIZA PODOBIEŃSTWA WEKTORÓW OBSERWACJI 

SZARYCH SYSTEMÓW (GRA) 

Skupmy się obecnie na badaniu podobieństwa dwu wektorów obserwacji. Jak 

przedstawiono w relacji (1), mamy tu dwa obrazy zachowania szarego systemu –

wektory: 

Xi = [xi(1), xi(2),…, xi(n)];        Xj = [xj(1), xj(2),…, xj(n)]           (12) 

o tej samej długości, zmierzone w momentach obserwacji: k = 1,…, n. 

Na potrzeby dalszych operacji dogodnie jest je wyzerować, odejmując od każ-

dej obserwacji wartość początkową wektora, co wykreślnie mogą symbolizować 

linie zygzakowate rozpoczynające od zera: 

Xi
0 = [xi(1) – xi(1), xi(2) – xi(1),…, xi(n) – xi(1)] 

Xj
0 = [xj(1) – xj(1), xj(2) – xj(1),…, xj(n) – xj(1)]                       (13) 

Zdefiniujemy teraz miary zachowania tych linii przez sumowanie, odejmowanie 

oraz iloraz ich wartości [35]: 

si = 
n

iX
1

0
            (14) 

si – sj = 
n

iX
1

0
– 

n

jX
1

0
          (15) 

ij = 
||||||1

||||1

jiji

ji

ssss

ss

−+++

++
             (16) 

Ostatnia zdefiniowana wyżej miara jest znana jako bezwzględny stopień wpływu 

(podobieństwa) między wektorami obserwacji Xi oraz Xj. Miara ta ma poniższe 

właściwości, bardzo istotne dla oceny systemu: 
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1) 0 < ij ≤ 1; 

2) ij jest związana tylko z kształtem geometrycznym wektorów Xi oraz Xj, nie ma 

natomiast związku z ich przestrzennym ułożeniem; 

3) każde dwa wektory są choćby minimalnie powiązane, więc ij nie przyjmuje 

wartości zero; 

4) im bardziej wektory obserwacji są powiązane (podobne), tym większa jest war-

tość ij; 

5) jeśli wektory obserwacji są równoległe lub fluktuują wokół siebie, wartość ij 

jest równa lub bliska 1; 

6) jeśli jeden z wektorów się zmienia, zmienia się też ij; 

7) jeśli długość wektorów się zmienia, zmianie ulega też ij; 

8) jest wreszcie relacja tożsamości (ii = jj = 1) oraz symetrii (ij = ji). 

Jak się wydaje, za pomocą tej miary możemy dobrze ocenić podobieństwo za-

chowania się pary wektorów, a także ocenić ich stopień powiązania, jeśli wiemy, 

że jeden z nich reprezentuje czynnik wpływający na szary system, a drugi – reakcje 

systemu. 

Możliwe są sytuacje bardziej złożone, kiedy mamy zbiór wektorów Yi, i = 1,…, s, 

obrazujących zachowanie szarego systemu, a także inny zbiór wektorów czynni-

ków wpływających na to zachowanie Xj, j = 1,…, m. Wtedy bezwzględny stopień 

wpływu między tymi dwoma zbiorami będzie macierzą:  = (ij)sxm. W kolejnych 

jej wierszach będą stopnie wpływu kolejnych wektorów: Yi, i = 1,…, s, na czynniki 

wpływające, opisane wektorami: Xj, j =1,…, m. 

Są oczywiście jeszcze inne miary bliskości i powiązania, ale ta wydaje się naj-

ważniejsza. Więcej na ten temat w obszernej monografii [32] i (lub) na łamach 

dwu czasopism specjalizujących się w GST i jej aplikacjach. 

Dyskretna zmienna niezależna wektorów k = 1,…, n, w relacji (12) w GST 

nie zawsze musi oznaczać czasowe momenty pobierania charakterystyk szarych 

systemów. Może to być też numer kolejny w grupie obserwowanych szarych sys-

temów, a wtedy wskaźniki i lub j wektorów będą opisywały różne charakterystyki 

szarych systemów. Nasuwa się zatem pomysł pogrupowania szarych systemów 

według zadanych kryteriów. Obliczając np. miary bliskości wg wzorów (14)–(16), 

znajdziemy macierz bezwzględnego stopnia wpływu  = (ij)sxm, która może być 

najprostszą podstawą grupowania szarych systemów, jeśli zada się tylko kryterium 

grupowania. Możemy np. powiedzieć, że stopień bliskości obiektów dzielimy na 

kilka zakresów, np.: G = (0, 0,25, 0,5, 0,75) i w ten sposób systemy najbardziej 

podobne będą zgrupowane w najwyższej klasie podobieństwa dla ij  > 0,75. 

Jest to jedna z najprostszych możliwości grupowania, klasyfikacji i badania 

skupienia szarych systemów. Więcej ich można znaleźć w cytowanych już pracach 

[32, 35]. 
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5. PRZEGLĄD NIEKTÓRYCH ZASTOSOWAŃ TEORII SZARYCH 

SYSTEMÓW (GST) 

Rozwój cywilizacyjny to również rozwój samochodowego transportu osobowe-

go, indywidualnego i zbiorowego. Towarzyszą temu niestety wypadki drogowe, 

dobrze udokumentowane statystycznie; jak wynika z wielu prac (np. [39, 45], teo-

ria szarych systemów i jej modele umożliwiają najdokładniejsze prognozy spo-

dziewanych wypadków. 

Modele prognostyczne szarych systemów mogą również służyć do określenia 

terminu spodziewanych nadzwyczajnych wydarzeń lub katastrof, takich jak osu-

wanie się zboczy [16], susze i powodzie [31], zawały i wycieki gazu w kopalniach 

[40, 51, 56], trzęsienia ziemi [13], a nawet pożary na okręcie [26] i inne zdarzenia 

nadzwyczajne [23, 59] oraz oceny skuteczności ostrzału z działa [14]. 

Teoria szarych systemów sprawdziła się również w przewidywaniach gospodar-

czych [36], w rolnictwie [30], w medycynie [9, 44], w prognozowaniu ruchu na gieł-

dzie [49], rozwoju energetyki [22, 25], przedsiębiorstw turystycznych [46], ruchu 

lotniczego [20, 27] i ruchu w Internecie [50], a nawet w ocenie kosztów produkcji 

software’u [29], stanu finansowego firmy [19], prognozowaniu bankructw [42], ofert 

na aukcji [2], popytu [48] i ilości odpadów stałych do recyklingu [8]. 

Diagnostyka maszyn i przewidywanie czasu ich odnowy to następny obszar za-

stosowań GST [6, 24, 37, 38, 60]. Podobnie jest z możliwością oceny uszkodzeń 

konstrukcji budowlanych [11, 12], a nawet oceny własności betonu na mrozie [28] 

czy lokalizacji źródeł hałasu [52]. 

Ocena stanu nie musi dotyczyć maszyny; może też dotyczyć stanu komfortu 

termicznego tak ważnego na stanowiskach pracy [21, 35], jakości powietrza [28, 

59] i regionalnej innowacji w Chinach [54]. Wypada też wspomnieć o niecodzien-

nej próbie zastosowań GST do oceny talentu ludzi [53] i pracy nauczycieli [47] 

oraz w neuropsychologii [15]. 

Jak już wspomniano, GST stanowi podstawę rozwoju wieloatrybutowego po-

dejmowania decyzji [35], co pokazano na przykładzie wyboru projektu i wyko-

nawcy budynków szkolnych, a także dostawy części i podzespołów do budowy 

samolotów dostawczych w Chinach [32]. 

6. REALIZACJE SOFTWARE’OWE OBLICZEŃ GST 

Główni twórcy GST w obecnej postaci to autorzy wielu książek i prac z tego 

zakresu. Na pierwszym miejscu trzeba tu wymienić Si Feng Liu, dyrektora Instytu-

tu Szarych Systemów Uniwersytetu Aeronautyki i Astronautyki w Nanjing (Chi-

ny). Jego współpracownicy opracowali nawet specjalny software do obliczeń wg 
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modeli GST [57], który jest dołączany do niektórych książek wspomnianego auto-

ra. Piszący te słowa jest w posiadaniu Grey system modeling software 6, opisanego 

również pokrótce w ostatnim rozdziale książki Grey Systems, Theory and Applica-

tions (Springer Verlag 2010). System obliczeniowy podzielony jest tu na pięć za-

stosowań GST: generacja i wygładzanie wektorów obserwacji, analiza wpływu, 

analiza szarych skupień, prognozowanie, analiza i podejmowanie decyzji. Da-

ne do obliczeń wg tego oprogramowania można wprowadzać ręcznie w specjal-

nych okienkach na panelu komunikacji z użytkownikiem, lub też w postaci plików 

programu Excel w przypadku większych obliczeń. 

7. PODSUMOWANIE 

W pracy przedstawiono zarys rozwoju teorii szarych systemów, najnowszej 

(czwartej) metodologii analizy i oceny systemów, gdy informacje o nich są niepeł-

ne. Jak wynika z cytowanej literatury, ponad 30-letni okres rozwoju GST zaowo-

cował zastosowaniami we wszystkich dziedzinach nauki, techniki, gospodarki 

i życia społecznego (szkolnictwo, opieka zdrowotna), w których obserwujemy 

systemy charakteryzujące się niepełnością i niepewnością danych na temat ich 

zachowań. Jak wynika z najnowszych badań i zastosowań, GST pozwala ominąć 

wiele założeń dotyczących metod statystycznych, rozmytych, czy też zgrubnych. 

Dzięki temu otrzymane wyniki są lepsze, a pakiet zastosowań zarówno formy czy-

stej GST, jak i jej skojarzenia z innymi metodami, np. rozmytymi (Grey-Fuzzy), 

stale się rozwija. 
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GREY SYSTEMS THEORY – NEW METHODOLOGY OF ANALYSIS 

AND EVALUATION OF COMPLEX SYSTEMS 

Summary  

Most of the complex systems we are considering in science, technology, social care and 

economy have uncertain and incomplete information concerning the system behaviour, its 

structure, boundaries, interaction with environment, etc. In order to omit these troubles and 

information lack, we use sometimes statistics and probabilistic approach, fuzzy and rough 

sets methodology. As it is shown in this review paper, we can use with much success new 

methodology – Grey Systems Theory  (GST), which do not need any assumption concern-

ing the distribution of sample, and high amount of data, because minimal number of obser-

vations for GST use is only n ≥ 4. Using GST one can forecast the future behaviour of 

complex system, evaluate interdependence of its observation vectors (cause and effect), and 

evaluate optimal decisions possible to undertake in a given situations of decision making, 

as well as clustering of the similar systems.  


