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Proces starzenia si¢ spoteczenstwa jest zjawiskiem wieloaspektowym, na ktére ma
wplyw m.in. demograficzna i przestrzenna charakterystyka badanych obszaréw. Zastoso-
wanie analizy przestrzennej do badania tego procesu pozwala na ustalenie istniejacych
relacji miedzy badanymi regionami w odniesieniu do tego zjawiska. W artykule podj¢to
probe przestrzennego modelowania zjawiska starzenia si¢ ludnosci. Dla wybranej zmiennej
charakteryzujgcej starzejaca si¢ populacje, tj. liczby 0sob w wieku poprodukcyjnym, Stwo-
rzono klasyczny model ekonometryczny oraz zweryfikowano konieczno$¢ uwzglednienia
czynnika przestrzennego w modelowaniu badanego zjawiska. Jako zmienne objasniajace
modelu wzieto pod uwage zmienne demograficzne oraz zmienne o charakterze ekonomicz-
no-spotecznym. W tym celu rozpatrzono dwa modele przestrzenne: btedu przestrzennego
i opOZnienia przestrzennego.

Stowa kluczowe: analiza zjawiska starosci, skutki spoteczno-ekonomiczne, mo-
del btedu przestrzennego, model opdznienia przestrzennego

1. WPROWADZENIE

Zmiany demograficzne obserwowane obecnie w wielu w krajach (nie tylko
rozwinigtych) wyraznie wskazuja na starzenie si¢ populacji, tj. spadek urodzen
przy jednoczesnym wydtuzaniu sie zycia osob starszych (United Nations..., 2017).
Prognozuje si¢, ze w perspektywie najblizszych dziesigcioleci tendencja ta jeszcze
si¢ nasili, doprowadzajac do istotnych przeobrazen w proporcjach miedzy liczba
0sob starszych i mtodych. Gtoéwne zagrozenia wynikajace z tego zjawiska to zmiany
w wielkosci zasobow pracy oraz idace w $lad za tym skutki spoteczno-ekonomiczne.

* Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach, Katedra Statystyki, Ekonometrii i Matema-
tyki, ORCID: 0000-0001-7786-3478, ResearcherID: R-5162-2018.
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W Polsce zmiana zachodzaca w strukturze wieku mieszkancow bedzie szczegdlnie
dotkliwa, gdyz zgodnie z prognozami Gtéwnego Urzedu Statystycznego przestanie
ona by¢ jednym z najmtodszych panstw Unii Europejskiej i w 2060 r. stanie si¢
jednym z najstarszych.

Gléwnym celem artykutu jest analiza zjawiska starzenia si¢ spoteczenstwa
w Polsce oraz proba wykorzystania wybranych metod i modeli ekonometrii prze-
strzennej w badaniach tego procesu. Problem badawczy wigzal si¢ z okresleniem
na drodze modelowania regresyjnego wptywu cech o charakterze demograficznym
1 spoteczno-ekonomicznym na wzrost liczby 0s6b w wieku poprodukcyjnym. Istotg
prowadzonych analiz byto wiaczenie do badan modeli regresji przestrzennej, ktore
w sytuacji danych przestrzennie zlokalizowanych cechuja sie wieksza precyzja
W Szacowaniu powigzan migdzy badanymi zmiennymi (Anselin, 1988).

Badanie procesu starzenia przeprowadzono z wykorzystaniem danych zagrego-
wanych do poziomu podregionu (NUTS 3). Uzyskano je z Banku Danych Lokal-
nych Gléwnego Urzedu Statystycznego oraz z baz danych Eurostatu. Ze wzgledu
na ograniczenia wynikajace z dostgpnosci danych Zrodtowych w analizie wzigto
pod uwage wybrane lata (2011, 2014 i 2016). Wszystkie obliczenia wykonano
z uzyciem programu R Cran i pakietu Microsoft Excel.

2. PROCES STARZENIA SIE SPOLECZENSTWA POLSKIEGO

Obserwowane zmiany demograficzne $§wiadcza o tym, ze struktura ludnosci
w Polsce jest w bardzo ztym stanie. Dane przedstawione w najnowszej publikacji
Glownego Urzedu Statystycznego (Rozkrut, 2017) potwierdzaja t¢ teze; dodatko-
wo wynika z nich, ze w najblizszej perspektywie sytuacja ta nie ulegnie zmianie,
w zwigzku z czym nie nalezy oczekiwac stabilnego rozwoju demograficznego.

Szczegotowy obraz zmian w liczebnos$ci i strukturze polskiego spoteczenstwa
mozna zauwazy¢, obserwujac m.in. ruch naturalny ludnosci (rys. 1).
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Rys. 1. Ruch naturalny ludnosci w Polsce w latach 1995-2016. Opracowanie wlasne
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Z danych przedstawionych na rys. 1 wynika, ze w okresach 2002-2005
i 2013-2016 odnotowano ujemny przyrost naturalny ludnosci, bedacy rezultatem
mniejszej niz w latach poprzednich (1995-2001 oraz 2006-2012) liczby urodzen
przy jednoczesnym wzroscie liczby zgonow. Najwigkszg liczbe urodzen (powyzej
400 tys.) obserwuje si¢ w latach 1995-1997 oraz 2008-2013, natomiast najnizszg
(ponizej 360 tys.) w latach 2002-2004. Liczba urodzen w 2016 r. w poréwnaniu
z 1995 r. zmniejszyta si¢ 0 ponad 50 tys., a liczba zgondw wzrosta o prawie 2 tys.

Analizujac strukture ludnosci w latach 1995 12016 wedtug grup wiekowych i ptci
(rys. 2), nalezy zauwazy¢, ze reprezentuje ona typ regresyjny, cechujacy sie ryzy-
kiem wystapienia zjawiska depopulacji. Charakterystyczna zwezajaca si¢ podstawa
piramidy w latach 1995 i 2016 oznacza spadek ptodnosci.
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Rys. 2. Piramida wieku ludno$ci w Polsce w latach 1995 i 2016.
Opracowanie wlasne

Porownujac obie piramidy ze wzglgdu na udziat dzieci w wieku 0—14 lat w ogo6-
le ludnosci, mozna zauwazy¢ spadek od 23,1% w 1995 r. do 15% w 2016 r. Udziat
0sO6b w wieku 65 lat i wigcej] w ogole spoteczenstwa wzrost z poziomu 10,9%
w 1995 r. do 16% w 2016 r. Przedstawione piramidy $wiadcza rowniez o wyraznej
nierownowadze pod wzgledem pici. Wsrod osob do 39. roku zycia w 1995 r. i do
49. roku zycia w 2016 r. przewazaja mezczyzni; dopiero pdzniej pojawia si¢ prze-
waga ilosciowa kobiet, spowodowana wieksza umieralno$ciag mgzczyzn.
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Proces starzenia ludno$ci mozna réwniez obserwowaé w ujeciu przestrzennym
(Zeug-Zebro, Miskiewicz-Nawrocka, 2017). Na rysunku 3 przedstawiono indeks
staro$ci demograficznej w podziale na podregiony. Ta graficzna prezentacja po-
zwala wyodrgbni¢ obszary o zdecydowanie najwyzszym i hajnizszym indeksie
starosci. W 2011 r. duzg warto$¢ tego indeksu (> 130%) zaobserwowano w trzech
podregionach: miasto £6dz, miasto Wroctaw i miasto Warszawa, a najmniejsza
(< 70%) w starogardzkim, chojnickim, gdanskim, nowosadeckim i poznanskim.
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Rys. 3. Indeks starosci demograficznej w podregionach Polski w latach 2011, 2014 12016.
Opracowanie wlasne

W kolejnych latach sytuacja ulegta wyraznej zmianie. W 2014 r. najmniejsza
warto$¢ indeksu starosci (< 70%) obserwowano juz tylko w dwoch podregionach,
a warto$¢ najwicksza az w dziesigciu. W kolejnych latach nadal obserwowano
zwickszajacy si¢ poziom indeksu starosci W poszczegdlnych podregionach.
W 2016 r. najmniejsza warto$¢ tego indeksu (< 70%) odnotowano na jednym ob-
szarze (podregion gdanski). W pozostatych podregionach jego warto$¢ byta wick-
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sza (> 90%). Na mapach mozna dostrzec réwniez skupiska podregionow o podob-
nych lub istotnie r6znych wartosciach indeksu starosci demograficzne;.

Obserwowane zjawisko jest do$¢ niepokojace, gdyz w przysztosci wzrost liczby
0sob w starszym wieku begdzie powodowa¢ m.in. zmniejszanie si¢ podazy pracy
i utrudnienia w systemie zabezpieczenia spotecznego. Jesli pracujgcych bedzie
coraz mniej, to gospodarka w Polsce zamiast przyspiesza¢, zacznie zwalnia¢. Taka
zmiana spowoduje takze znaczacy wzrost kosztow dla systemu opieki zdrowotnej,
ktorego kondycja juz teraz jest dos¢ napigta. Wymienione skutki procesu starzenia
si¢ spoleczenstwa sa zaledwie poczatkiem problemow, z jakimi trzeba bedzie si¢
zmierzy¢ w najblizszej przysztosci.

3. MODELE PRZESTRZENNE

Sformutowane w ubieglym wieku prawo Toblera (1970), zgodnie z ktorym
wszystko jest ze sobg powigzane, ale obiekty blizsze sg bardziej powigzane niz
odlegte, dato poczatek badaniom zwigzanym z modelowaniem przestrzennym. Od
tej pory powstalo wiele metod i narzedzi analizy przestrzennej (LeSage, Pace,
2004; 2009; Suchecki, 2010; 2012; Pietrzykowski, 2011; Wolny-Dominiak, Zeug-
-Zebro, 2012; Mastalerz-Kodzis, Pospiech, 2016). Na uwage zastuguja dwie grupy
modeli opisujacych zalezno$ci przestrzenne:

— modele bledu przestrzennego,
— modele opdznienia przestrzennego.

3.1. Model opéznienia przestrzennego

Model opdznienia przestrzennego jest modelem typu autoregresyjnego, tzn. za-
wiera opozniong przestrzennie zmienng endogeniczng WYy. Ogo6lng postaé tego
modelu mozna zapisa¢ za pomocg nastgpujgcego wzoru:

y=BX+aWy +¢, e~N(0,a2I) (1)

gdzie: B — wektor wspotczynnikow modelu, X — macierz zmiennych niezaleznych,
& — btad modelu, a — wspotczynnik autokorelacji przestrzennej, W — macierz wag
przestrzennych [w;;], i=1,2,...,n,J=1,2,...,n, przy czym

1, gdy jednostka i — ta jest sasiadem j — tej jednostki
w;; =14 0,gdy jednostka i — ta nie jest sasiadem j — tej jednostki 2
0,gdy i = j, tj. elementy diagonalne macierzy
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Za pomoca modelu opdznienia przestrzennego sprawdza si¢ istotno$¢ opdznio-
nej przestrzennie zmiennej zaleznej, tj. czy a = 0. OpoOznienie przestrzenne WYy
interpretowane jest jako poziom zmiennej zaleznej (y) w obszarach sasiednich.
W przypadku, gdy to opdznienie jest istotne, poziom zmiennej zaleznej y W i-tym
regionie mozna wyjasni¢ przez poziom zjawiska w jednostkach sgsiednich j oraz
inne czynniki reprezentowane przez pozostate zmienne objasniajace.

3.2. Model bledu przestrzennego

W modelu btedu przestrzennego zaktada si¢ autokorelacje przestrzenng reszt
modelu. Jego posta¢ mozna zapisa¢ za pomocg rownania:

y=BX+46 3)
gdzie:
8§ = uWsé + ¢, @ ~N(0, o2I) 4)

przy czym u — parametr autokorelacji przestrzennej, ¢ — niezalezny btad modelu,
W6 — blad przestrzennie opdzniony, za$ pozostate oznaczenia sg analogiczne jak
w réwnaniu (1). Btad Wé mozna interpretowaé jako $redni btad z lokalizacji s3-
siednich.

W modelu bledu przestrzennego testuje si¢ brak autokorelacji przestrzennej, t;.
czy u = 0. Wspotczynniki B estymowane sg metoda MNK, a parametr u — przez
optymalizacje.

W tej grupie modeli badana jest przestrzenna zaleznos¢ reszt. Pojawienie si¢ au-
tokorelacji przestrzennej w btgdzie modelu moze by¢ skutkiem pominigcia nieob-
serwowanych zmiennych (takich jak pogoda, czynniki kulturowe itp.), ktore moga
by¢ przestrzennie skorelowane (Kopczewska, 2011).

3.3. Etapy wyboru modelu przestrzennego

Identyfikacja i specyfikacja modelu przestrzennego przebiega w czterech eta-
pach (Anselin, 2006; Suchecki, 2010; Kopczewska, 2011):
1. Estymacja modelu liniowego metoda najmniejszych kwadratow (MNK).
2. Badanie autokorelacji przestrzennej reszt w liniowym modelu MNK (Anselin,
Rey, 1991). W tym celu stosuje sie test | Morana dla reszt (Moran, 1950):

T
n u Wu
I=—

S, " TuTu (©)
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gdzie: n — liczba regionow, u — wektor kolumnowy reszt modelu MNK,
So — suma elementéw macierzy wag, So = i=; Xj=1 W;j, W — macierz wag
przestrzennych stopnia n, w; - elementy macierzy wag W.

Test ten weryfikuje nastepujaca hipoteze: Ho — brak autokorelacji reszt modelu,
H: — wystepowanie autokorelacji reszt modelu. Istnienie autokorelacji prze-
strzennej w resztach modelu nie zawsze oznacza, ze nalezy zastosowa¢ modele
przestrzenne. Autokorelacja ta moze by¢ skutkiem estymowania zwigzku nieli-
niowego modelem liniowym i wtedy warto sprawdzi¢ reszty modelu szacowa-
nego na logarytmach zmiennych (CIiff, Ord, 1970).

. Kolejnym etapem jest badanie istnienia zalezno$ci przestrzennej w modelach
liniowych z wykorzystaniem testu LM (mnoznika Lagrange’a) (Anselin et al.,
1996). W tym celu stosuje si¢ dwa podstawowe testy klasy LM, tj. LMeror
I LMiag. Test LMeror stuzy do sprawdzenia zaleznosci przestrzennej btedu, a test
LMiag — do zbadania istotnosci przestrzennie opéznionej zmiennej zalezne;j.

— Statystyka testowa LMerror z asymptotycznym rozktadem y?(1) ma postaé:

LMy = 2 (1204’ (6)

T, \ &2

We wzorze (6) 6%— oszacowany btad standardowy, a ponadto:

T, = tr[(WT + W)W]| @)
gdzie tr jest operatorem $ladu macierzy; pozostale oznaczenia jak we wzo-
rze (5).

Statystyka (6) pozwala zweryfikowac hipoteze¢ dotyczaca istotnosci staty-
stycznej wspotczynnika p (Ho: 1= 0, Hi: 1 #0).
— Statystyka LMsg z asymptotycznym rozktadem z?(1) przyjmuje postac:

T 2
LMq = Tiz(“&#) (8)
gdzie:
7, = 7, + WBMWR) )
M =1-XXTX)"1XT (10)

przy czym B — wektor wspotczynnikéw oszacowanych metoda MNK; pozo-
state symbole jak powyze;j.

Statystyka opisana wzorem (8) umozliwia weryfikacje hipotezy dotyczacej
istotnosci statystycznej wspédtczynnika a (Ho: @ =0, Hi: a#0).

Wybor modelu przestrzennego jest determinowany wigksza (istotng) warto-
$cig statystyki LM (je$li LMjag > LMeror, to nalezy wybra¢ model opdznienia
przestrzennego; w przeciwnym razie w badaniach zostaje zastosowany mo-
del btgdu przestrzennego).
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4. Ostatnim etapem identyfikacji i specyfikacji modelu przestrzennego jest prze-
prowadzenie dodatkowych testow diagnostycznych (test LR i test Walda) oraz
porownanie wartosci statystycznych tych testdéw z warto$ciami testu LM. Na-
stepujace wspotzaleznosci wskazuja wlasciwa specyfikacje modelu:

— dla modelu btedu przestrzennego: Wald() > LRerror > LMerror,
— dla modelu opdznienia przestrzennego: Wald(a) > LRiag > LM ag.

4. OCENA MODELI

Analize statystyczng wptywu czynnikow demograficznych i spoteczno-ekono-
micznych na proces starzenia si¢ spoleczenstwa przeprowadzono dla 73 podregio-
now Polski (wg klasyfikacji UE — NUTS 3). W tym celu wykorzystano dane
Gltoéwnego Urzedu Statystycznego i Eurostatu z lat 2011, 2014 i 2016. Badanie
rozpocze¢to od wyboru zmiennych stanowigcych podstawe o0szacowania trzech
modeli regresji. Zmienng zalezng charakteryzujaca starzejaca si¢ populacje byta
ogo6lna liczba 0s6b w wieku poprodukcyjnym (LPT65+). Do zbioru potencjalnych
zmiennych objasniajacych wybrano jedenascie wskaznikow:

— liczba zgondéw 0s6b w wieku do 65 lat na 1000 ludnos$ci w tej grupie wieckowe;j

(265),

— przyrost naturalny na 1000 ludnosci (PN),

— produkt krajowy brutto (PKB),

— liczba lekarzy na 1000 ludnosci (L),

— liczba t6zek w szpitalach ogolnych (LL),

— liczba aptek ogoélnodostepnych (LA),

— liczba pielggniarek i potoznych na 1000 ludnosci (PP),

— liczba 0sdb starszych w placowkach pomocy spotecznej (LPPS),
— liczba bezrobotnych zarejestrowanych (BZ),

— przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto (PMW),

— liczba pracujacych na 1000 ludnosci (LP).

Wszystkie obliczenia i mapy zostaly wykonane w programie statystycznym
R CRAN i Microsoft Excel.

W pierwszym etapie badania oszacowano liniowe modele ekonometryczne opra-
cowane na lata 2011, 2014 i 2016. W tabeli 1 przedstawiono wyniki estymacji modeli
ekonometrycznych. Symbol ,,—” oznacza, ze parametr byt statystycznie nieistotny.

W sktad kazdego modelu weszlto co najmniej szes¢ zmiennych objasniajacych.
Poziom wspotczynnika determinacji wszystkich modeli jest bardzo wysoki, dlatego
dopasowanie modeli jest bardzo dobre.

W nastepnym kroku analizy zbadano przestrzenna autokorelacje¢ btedow. W tym
celu zastosowano test Morana | dla reszt modelu. Wyniki badan przedstawiono
w tab. 2.
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Tabela 1. Wyniki estymacji modeli liniowych

Wartosci wspolczynnikow

Zmienne model 2011 model 2014 model 2016

LPT65+ LPT65+ LPT65+
Z65 - - -
PN -1975,000 —-2131,000 —2268,000
PKB 0,581 0,310 0,355
L _ — —
LL 5,491 8,010 7,663
LA 266,700 345,000 362,400
PP 276,300 —-349,700 —268,600
LPPS 31,670 - -
BZ 0,390 0,533 0,529
PMW - 5,605 -
LP - - -
R? 0,9755 0,9803 0,9737

Opracowanie wlasne.

Tabela 2. Wartosci statystyki Morana | dla reszt modelu MNK

Model 2011 Model 2014 Model 2016
| warto$¢ p | wartos$¢ p | wartos$¢ p
0,02453 0,254 0,25389 1,3.10* 0,35202 457107

Opracowanie wlasne.

Dla dwoch oszacowanych modeli (2014 1 2016) statystyki Morana | sa dodat-

nie i istotne statystycznie. Taka sytuacja wskazuje na wystepowanie autokorelacji
przestrzennej, czyli brak przypadkowosci w rozktadzie reszt. Warto$¢ tej statystyki
w przypadku modelu oszacowanego na podstawie danych z 2011 r. jest statystycz-
nie nieistotna, co wskazuje na brak autokorelacji przestrzennej. Na rysunku 4 zilu-
strowano rozktad reszt wybranych modeli z podziatem na reszty dodatnie i ujemne.

Reszty nie sg roztozone losowo, lecz zaleza od potozenia. Oznacza to, ze wzrost
liczby 0s6b w wieku poprodukcyjnym mozna ttumaczy¢ przyrostem wartosci do-
danej wybranych zmiennych objasniajgcych, ale nalezy pamietaé, ze istniejg jesz-
cze inne czynniki determinujace zjawisko starzenia si¢ spoteczenstwa. W regio-
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nach, w ktorych reszty sa dodatnie, model nie doszacowuje zmian w liczbie 0sob

starszych. Warto$ci badanej zmiennej zaleznej sa tam wigksze od $redniej dla cate-
go badanego obszaru.

O reszty uiemne

reszty dodatnie

2016

O reszty uemne
B reszly dodatnie

Rys. 4. Wykresy reszt modeli 2011, 2014 i 2016 z podziatem na reszty dodatnie i ujemne.

Opracowanie wlasne

Kontynuujgc diagnostyke modelu, zastosowano test LM i sprawdzono, ktory

z modeli, opdznienia czy bledu przestrzennego, bedzie lepszy. Wyniki tej analizy
przedstawiono w tab. 3.

Tabla 3. Wybor modelu przestrzennego

Model

Test LM

LMerror

. — Typ modelu przestrzennego
warto$¢ p | LMiag | warto$¢ p

Model 2011 | 0,0904

7,64-10* | 1,0003 | 3,17-10%

Model 2014

9,684

1,86-10°3 0,017 8,96.-10! model btgdu przestrzennego

Model 2016

18,617

1,598-10° | 0,275 6,01-10

model biedu przestrzennego

Opracowanie wlasne.
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Testy LMisg dla modeli oszacowanych na podstawie danych z lat 2014 i 2016 sa
nieistotne, zatem mozna przyjac, ze lepiej uzy¢ modeli bledu przestrzennego.
W przypadku modelu 2011 oba testy byty nieistotne.

Dodatkowo w tab. 4 przedstawiono warto$ci kryteriow informacyjnych: Akaike
(AIC), Bayesian (BIC) i logLik. Uzyskane wyniki umozliwiaja por6wnanie modelu
MNK z modelami przestrzennymi (SEM — model btedu przestrzennego, SLM —
przestrzenny model op6znienia). Najlepszym modelem jest ten, dla ktorego kryte-
ria AIC i BIC przybieraja najmniejsze wartosci, podczas gdy kryterium logLik
przybiera wartosci najwigksze.

Tabela 4. Wartosci kryteriow informacyjnych

Model Wartos$ci kryteriow -
AIC BIC logLik

SLM 1517,025 1539,929 —748,512

2011 | SEM 1517,650 1540,555 748,825
MNK 1515,935 1536,549 748,967
SLM 1513,017 1535,922 746,509
2014 | SEM 1502,807 1525,711 —741,403
MNK 1511,033 1531,648 —746,517
SLM 1538,907 1559,521 —-760,453

2016 | SEM 1517,671 1538,286 —749,836
MNK 1537,162 1555,485 -760,581

Opracowanie wlasne.

Tabela 5. Rezultaty estymcji modelu bledu przestrzennego

Wartosci wspotczynnikow
Zmienne model 2014 model 2016
LPT65+ LPT65+
PN —2246,9000 —2094,5000
PKB 0,3390 0,3320
LL 7,1840 6,1631
LA 355,4600 396,8200
PP —333,0400 —245,7300
BZ 0,5416 0,6529
PMW 5,3402 -
U 0,4953 0,6653

Opracowanie wlasne.
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Wartosci kryteridéw informacyjnych dla modeli 2014 i 2016 wyraznie wskazuja
model btedu przestrzennego, a wyniki uzyskane dla modelu 2011 nie sg jedno-
znaczne. Dla modeli 2014 i 2016 stworzono sugerowany model przestrzenny; wy-
niki estymacji podano w tab. 5.

W obu przypadkach wspotczynniki modelu oraz wspolczynniki autokorelacji
okazatly si¢ statystycznie istotne. W celu potwierdzenia odpowiedniej specyfikacji
modelu okreslono dodatkowe wartoéci statystyczne wybranych testow diagno-
stycznych i sprawdzono zalezno$é: Wald(u) > LReror > LMeror (dla modelu bgdu
przestrzennego). Uzyskane rezultaty spelniaty powyzsza zaleznos¢, potwierdzajac
jednoczesnie waznos¢ wyboru modelu.

5. PODSUMOWANIE

Badania wykazaty, ze w niektorych przypadkach uzasadnione jest stosowanie
modeli przestrzennych. W wyniku zastosowania metody najmniejszych kwadra-
tow powstaly trzy modele liniowe opisujace zjawisko starzenia si¢ populacji.
Zmienng endogeniczng w tych modelach byta liczba 0s6b w wieku poprodukcyj-
nym (w latach 2011, 2014 i 2016). Modele 2014 i 2016 charakteryzowaly si¢ auto-
korelacja przestrzenng. Sytuacja ta sktonita do zbadania mozliwo$ci oszacowania
modeli przestrzennych za pomocg testow LM. Dla modeli 2014 i 2016 wybrano
modele btedow przestrzennych. Dobra specyfikacje modeli przestrzennych po-
twierdzaja wartosci odpowiednich statystyk. Badania wykazaly, ze modelowanie
przestrzenne w przypadku omawianych zagadnien jest uzasadnione. Konieczne jest
jednak pogtebienie badan przez doktadniejszg identyfikacje modeli i uwzglednienie
innych macierzy sgsiedztwa.
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APPLICATION OF SPATIAL MODELS IN THE ANALYSIS
OF THE PHENOMENON OF AN AGING POPULATION

Summary

The aging process is a multifaceted phenomenon affected by, inter alia, the demograph-
ic and spatial nature of individuals. The application of spatial analysis to investigate this
process will demonstrate the existing relationships between the studied regions with respect
to this phenomenon. The article attempts to model the phenomenon of spatial aging of the
population. For selected variables characterizing an aging population, i.e. the total number
of post-working age people — classic econometric models were constructed and the necessi-
ty of including the spatial factor in the process of modelling was verified. The demographic
variables and variables of an economic and social nature were chosen as explaining varia-
bles of the model. For this purpose, two spatial models will be considered: the spatial error
model and spatial lag model. All calculations and maps will be made in the statistical pro-
gram R CRAN and Microsoft Excel.

Keywords: analysis of the phenomenon of old age, socio-economic effects,
spatial error model, spatial delay model



